Problemstellung 1

—x

1. fz) =v2 - % ist symmetrisch beziiglich der y-Achse, da f(—x) = f(z) ist.
Esist f'(z) = S 2_6 . Aus f'(z) =0 folgt z = 0; f£(0) =2 — 1.
1" e_T + eT . . . . . .
f(x) = —— < 0, daher ist der Graph rechtsgekriimmt. Auflerdem liegt bei x = 0 ein Maximum

vor.

Berechnung der Nullstellen:

fl@) =0
et = 2V2 (Substitution: a = e”)
1
at+--2V/2 = 0
a
a’*—2V2a+1 = 0
al/g = h’l(\/§ + 1)

2. Der linksseitige Steigung der Tangente bei 2 = In(v/2 + 1) ergibt sich durch Einsetzen in f'(z) zu -1.
Mit tan(a) = k erhédlt man o = 45° (siehe Skizze). Aus Symmetriegriinden ist der Winkel auf der
rechten Seite gleich grofl und daher der Winkel zwischen den beiden Tangenten wie gefordert 90°.

Ty

-0.5

Bogenlange:

ln(\/§+1) . 2
L = 1+ <€ ;e > dw
In(v/2-1)
In(v2+1)
6721 ) + 621‘
= 1+ ———dzx
4
In(v/2-1)
In(v2+1)
B /672m+2+62xd
= —4 X
In(v/2-1)
ln(\/§+1) . "
_ / %dz
In(v/2-1)
B |:_e—x+ex:|1n(\/§+l)_2
2 In(vV2-1)



3. Die Dreiecke AAM L und AALC sind dhnlich
(weil beide rechtwinklig sind und der Winkel ¥ M AL =4 ACL).

.. AL ML

(gleiches Verhéltnis der Katheten; Ableitung entspricht der Tangentensteigung).

—r _ o

Umformen ergibt: AL = CL - eT.

Die Strecke C'L ist 1 (halbe Quadratseite). Mit dem Satz des Pythagoras ac’ =cr’ + AL’ kann die

e*l x

Strecke AC = % berechnet werden.

x — —x x
Der gesuchte Wert fiir d betrigt: d = f(z) + AC = v/2 — € —1—26 4+ ¢ 2—|—e = /2.

Der Wert ist unabhéingig von x konstant v/2.

4. Der Graph der neuen Funktion ist im Vergleich zur urspriinglichen etwas nach unten verschoben, die
neuen Nullstellen sind wie angegeben bei :I:lan.

Die linksseitige Steigung der Tangente an der Stelle 1“73 betragt fg. Daraus folgt ein Winkel von

30°. Aus den gleichen Uberlegungen wie oben ist der Winkel zwischen den Tangenten diesmal 120°,
dies entspricht dem Innenwinkel eines regelméfligen Sechsecks.



Problemstellung 2

1. Die Funktion f ist im ganzen Definitionsbereich stetig. Sie ist aber an den Eckpunkten
P(2n —1,f(2n — 1)) mit n € Z nicht differenzierbar.

Der Grenzwert liIJIrl f(z) existiert nicht, da die Funktionswerte zwischen —1 und 1 oszillieren.
T—+00

Der Grenzwert hrf @ = 0, da der Z#hler beschrénkt und der Nenner gegen unendlich geht.
r—+oco I

Zum Zeichnen sind die folgenden Funktionsterme niitzlich:

T firosz <1 +1 fir0<z<1
fl@y=q —x+2 firl<z<3 g(z)=f(z) =< -1 firl<z<3
r—4 fir3d<az<4 +1 fird<z<4

%xz fir0<z <1

h(z) =4 —32? +22—1 firl<z<3
%m2—4x+8 fir3<az<4

Die gesuchten Graphen schauen wie folgt aus:

3 {kh(x)

2 fe(x)
2 4 A

1 &——0 o0—o 1
X\ X
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2
2. Die Formel p = ?ﬂ- gibt den Zusammenhang zwischen der Periode p = 4 und dem Koeffizienten b an:

2r  ow
b=—=—.
4 2
Ay
B
1
111
IL
I
C X
O 1 -
Teilfldch
Die Laplace-Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus dem Verhiltnis eniac"e.
Gesamtfliche

Dabei ist die Gesamtfliche gleich 1.



P =1=50%

1
0

1
Prrp =1— [sin(32)de=1- 2~ 36,34%
0

s

. Esist: (f(2))? = 2% und (s(z))? = sin”® (Zz).
Im Intervall [0,1] ist 22 < 2, damit nimmt die Fliche I beim Quadrieren ab.

Im selben Intervall ist sin’ (gx) < 1-sin (gx), also auch das Integral. Die oberste Flédche I1I und damit
die Wahrscheinlichkeit P;r; wird grofler.

1
Fiir die mittlere Fliche kann das Integral gebildet werden: [ (sin? (%x) —2?)dx = % (Partielle Integra-
0
tion). Damit wird diese Flidche auch grofier.

. Mit dem Schalenmodell ergibt sich die Fliche aus [ 27 f(z)dx.

1 2 3 2 83
V:f27r-x-x2dx+f27r~x~<2:r—x2—1)dw=7r
0 1



Frage 1

Mit Hilfe der partiellen Integration erhilt man:

1 1
/x2e”dx:[x2-ex]é—2~/x-e”dx:161—0—2-E:e—2E
0 0

Unter Verwendung dieses Ergebnisses fithrt wieder die partielle Integration zum Ziel:

1 1
/ zPe"dr = [e” x?’](l) - / 3r%e"dr = e — 3(e — 2E) = —2¢ + 6F
0 0

Frage 2

Es sei r der Zylinderradius und & der Kugelradius, dann gilt fiir das Volumen V' der Plastikform (Halbkugel)
in Abhéngigkeit des Kugelradius: V(k) = 2 - k* - 7.

Der Kuchen kann maximal so grof sein, dass er die Kuchenform von innen beriihrt. In der Seitenansicht

entspricht dies einem Rechteck, welches einem Halbkreis eingeschrieben ist. Daraus ergibt sich die Beziehung:
2 p2 2

r<+ h® = k*“.

Fiir den Kuchen, also dem Zylindervolumen Z erhélt man:
Z(r,h) =712 -7 -hbzw. Z(h) = (k* = h?) -7 -h =1 (hk® — h3)

Das maximale Volumen erhiilt man aus der Gleichung Z’(h) = 0, also 7(k? — 3h?) = 0 mit der Losung

k
h=—.
V3

Dass es sich dabei um den maximalen Wert handelt kann durch Z”(h) = w(—6h) < 0 bestéitigt werden.

2w

3V3

Das Verhiltnis der beiden Korper ergibt schliefSlich einen Wert, der immer kleiner als % = 0,6 ist:

Fiir das Kuchenvolumen ergibt sich mit dem obigen Wert Z(k) = k3.

27 1.3
I LA

Z
— =—~058<
Vv %k3~7( \/§

o] w



Frage 3

Damit der Grenzwert existiert, muss der Zahler fiir z — 0 auch gegen Null gehen, daraus ergibt sich die
Gleichung (fiir z = 0) V2b — 6 =0, also b = 18. Nun kann die Regel von de L’'Hospital angewandt werden,
1

P —— a
leitet man Zéhler und Nenner ab, so ergibt sich die Gleichung: lirr%) 27,(1301}—217 = 1 Setzt man in diese
Tr—r

Gleichung fiir b = 18 und x = 0 ein, so erhélt man a = 12.

Frage 4

Gegeben ist folgende Dichtefunktion (es gilt [ f(z)dz = 1):

— 00

Fa) = 322 — 323 falls z € [0,2]
o sonst

Damit ist die Fliache zwischen dem Funktionsgraphen und der z-Achse auflerhalb dem gegebenen Intervall
iiberall Null. Den Durchschnittswert (Erwartungswert) einer stetigen Zufallsvariablen erhélt man aus:

2
3 3
= /0§$3—1$4d$
34 37 6
- {8“’1 20”5]0_5

Fiir das Intervall [0,1] ergibt sich folgende Wahrscheinlichkeit:

1
PX<1)=P0<X<1)= / f(x)de = % = 31,25%
0

Frage 5

—
Wihlt man OA als Stiitzvektor und ﬁ als Richtungsvektor, so ergibt sich die Parameterdarstellung;:

2 5
v i—OA+MAB=| 3 | +x[-3
1 -2

Der Richtungsvektor steht normal zu der gesuchten Ebene. Diese hat damit die Form 5x — 3y — 22+ d = 0.
Setzt man den Punkt C' in diese Gleichung ein, so erhilt man d = —10 und damit die gesuchte Ebene in

Koordinatenform:
m:dr —3y—22—10=0



Frage 6

Wendet man die Regel von de L’Hospital mehrmals an, so ergeben sich folgende Ausdriicke:

lim sin(z) —z _ lim cos(z) =1 _ lim —sin(z) lim —cos(z)

z—0 o z—=0 qxo-l z=0a(a — 1)z*2  az-0a(a—1)(a—2)ze3

Der Zahler des letzten Bruches ist erstmals ungleich Null. Nun muss a so gewéhlt werden, dass auch der
Nenner ungleich Null ist, dies ist fiir a = 3 der Fall.

Der Grenzwert (nachdem nicht gefragt ist) lautet:

—cos(x) . —cos(z) 1

I — lim —5)
75033 —1)(3—2)23 3  i503-2-120 6

Frage 7

1
Aus der Koordinatenform der Ebenengleichung kann man direkt den Normalenvektor 7 = | 2 | ablesen.
-1
Die Gleichung der Geraden g, welche durch die beiden gesuchten Kugelmittelpunkte und dem Punkt in der
Ebene P verlauft und gleichzeitig senkrecht zur Ebene steht, ist:

Damit erhdlt man fiir die moglichen Mittelpunkte in Abhéngigkeit von A: My = (1 + 1A;2X;2 — )

Nun ist A so zu bestimmen, dass der Abstand M P = V6 ist:

Aus /(T+X=1)2+ (2A = 0)2 + (2 — A — 2)2 = V/6 erhiilt man 62 = 6 und damit die Werte A\; = 1 und
Ay = —1.

Setzt man diese Werte fiir die Mittelpunkte ein, so erhélt man die Koordinaten:

M, =(2,2,1) und M_;=(0,—2,3)

Alternative Methode:

Von P aus ++/6 mal den normierten Richtungsvektor (=Normalvektor der Ebene) abtragen:

. 1 1 1 1 1
OM=[0ol+—-[ 2| -ve=[0o] ][ 2
2 Ve o\ 2 -1

Frage 8

Wenn der Wert 3 die doppelte Wahrscheinlichkeit haben soll, dann konnen statt der 12 Teile 13 Teile
genommen werden, so ergibt sich:

2
P(X =3) = 3 ~ 15.38%

und fiir alle anderen Seiten die Wahrscheinlichkeit P(X # 3) = 1.



Die Fragestellung fiithrt auf eine Binomialverteilung mit n = 5 und den obigen Wahrscheinlichkeiten. Bei
5 Wiirfen soll die 3 wenigstens 2 Mal vorkommen, dies kann mit der Gegenwahrscheinlichkeit wie folgt
berechnet werden:

P(X22) = 1-P(X=0)-P(X=1)
- =06 G -0 G
0/ \13) \13 1)\13) \13
= 1_1.1.1715_5.g.£
13° 13 134

~ 0,1719 = 17,19%

Frage 9

Zu zeigen ist die Existenz und die Eindeutigkeit:
Die Losung der Gleichung arctan(z) + #® + e = 0 entspricht den Nullstellen der Funktion

f(x) = arctan(x) + 2® + €*. Die Funktion f ist stetig und nach dem Nullstellensatz muss es mindestens eine
Nullstelle im Intervall [—1; 0] geben, da f(—1) = —1.42 < 0 und f(0) =1 > 0 ist.

1
fl(z) = a2 + 322 +€* > 0, da jeder einzelne der 3 Summanden nie negativ (und nicht gleichzeitig Null)
x
werden kann. Damit ist die Funktion streng monoton steigend. Eine streng monoton steigende Funktion

kann hochstens eine Nullstelle haben. Damit ist gezeigt, dass die Gleichung genau eine Nullstelle hat.

Frage 10

Voraussetzung fiir das Theorem von Rolle ist, dass die Funktion im geschlossenen Intervall [—3,3] stetig und
im offenen Intervall | — 3; 3[ differenzierbar ist sowie f(—3) = f(3).

Ay

e

-4 =3 =2 -1 1 2 3
—1 4

—2 |

Die Funktion hat bei z = 2 eine Nullstelle, denn es ist f(x) = |4 — 22| = 0, an dieser Stelle ist f aber nicht
differenzierbar:
lim f'(z) = lim (4 —2%) = lim —2z = —4

r—2~ r—2~ r—2~
lim f'(x) = lim (—(4 —2%) = lim 2z =4
A S0 = g CE )= g 2

An dieser Stelle hat f’ also eine Sprungstelle, somit ist f zwar stetig, aber eben nicht differenzierbar.
2 = 0 ist eine Nullstelle von f’(x). Dieses Beispiel widerspricht nicht dem Theorem, da die Voraussetzung der
Differenzierbarkeit fiir die Anwendbarkeit des Satzes nicht gegeben ist. (Trotzdem existiert eine waagrechte

Tangente bei z = 0).

Der Satz von Rolle liefert keine Aussage, wenn seine Voraussetzung nicht erfiillt werden.



