Arbeit aus Mathematik

1. Session 2025

Realgymnasien
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1. Gegeben ist die Funktion fy(z) = k|z| mit & < 0. Es soll gezeigt werden, dass diese Funktion fiir jedes k
stetig, aber nicht differenzierbar ist.

1. Stetigkeit

Die Funktion fi(z) = k|z| lasst sich schreiben als:

fo(a) = {kx firz >0

—kxr firxz<O

Beide Teilfunktionen sind linear und somit stetig. Um die Stetigkeit an der Stelle x = 0 zu tiberpriifen,
betrachten wir den links- und rechtsseitigen Grenzwert:

lim fi(z) = lim (—kz) =0

z—0~ z—0~
li =1l =
iy () = g, (k) =0
fr(0) =k[0] =0

Da der links- und der rechtsseitige Grenzwert mit dem Funktionswert iibereinstimmen, ist fj stetig bei
x = 0. Insgesamt ist fj also auf ganz R stetig.

2. Differenzierbarkeit
Aus der Fallunterscheidung folgt:

k= fl@) =k firz>0
fk(l‘)—{kx = fl(z)=—k firz<0

Fiir z # 0 ist die Funktion differenzierbar (es existiert die Ableitung).

Da f](x) von links und rechts gegen unterschiedliche Werte strebt (weil laut Angabe k < 0 ist und daher
k # —k), existiert die Ableitung bei x = 0 nicht.

Fazit:

Die Funktion fi(z) = k|z| ist fiir alle & < O:

o stetig auf ganz R,

e nicht differenzierbar an der Stelle x = 0, im restlichen Bereich differenzierbar.



Geometrie von Kreisausschnitten (=Kreissektoren) und dem Graphen der Funktion fi(z) =
k||

Gegeben sei die Funktion
fr(x) =k|lz| mit k <0,

sowie ein Kreis C, mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius r > 0, d. h. mit der Gleichung:

x2+y2 :72.

Wir betrachten den von der Funktion f; nach unten begrenzten Ausschnitt des Kreises in der Halbebene
<0
y=0.

Gegeben ist:
e die Fliche A =7
e den Umfang U =4+ 7

Sei ¢ der Winkel des Kreisausschnitts im Bogenmafl (Radiant), dann gilt:

p A p _ b

360 — 27 Wnd 555 = 57

Gleichsetzen - = =% und umformen ergibt: A = &
rim 2rm 2

Finsetzen in die Formeln ergibt:
o die Flache b—; =7
e den Umfang 2r +b=4+7

Formt man die erste Gleichung nach b um und setzt diese in die 2. Gleichung ein, so erhédlt man:

2r+b = 447
2
27“—!——7T = 4+
r
22 —(d+m)r+2r = 0

Diese quadratische Gleichung hat folgende Losungen:

d+7m+\/(4+7)?2—-16r 4d+7+Vn?—-8r+16
r= =
4

4
d4+m+ (44— 8
7‘1:—4( ):ZZQ
_4d+tm—(4-m) 27
2= 1 42

Fiir » = 2 ergibt sich der groflere der beiden Werte. In diesem Fall soll der Kreis C; sowie der Graph der
Funktion f_;(x) = —|z| im Koordinatensystem Ozy dargestellt werden.
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2. Gegeben ist die Funktion g(z) = v/4 — 22
Definitionsbereich von g
Damit der Ausdruck unter der Wurzel nicht negativ ist, muss gelten:
4 — 2% 20 und damit -2 <2 < 2.
Also ist der Definitionsbereich:
Dy =[-2;2]
Symmetrie

g(—2) = VA= (—0)? = VI— 2% = g(a)

Die Funktion ist also gerade und damit symmetrisch zur y-Achse.
Nicht differenzierbare Punkte

Ableitung von g:

Differenzierbarkeit:

(a) Im Inneren des Definitionsbereichs ist ¢'(z) definiert.

(b) An den Randstellen 2z = £2 ist der Nenner v/4 — 22 = 0, also ist die Ableitung dort nicht definiert.

Nicht differenzierbare Stellen: x = —2 und = = 2.

Monotonieverhalten

—Zx

Va4 — 22

Untersuchen des Vorzeichens von ¢'(z) =

o Fiir x €] —2,0[ ist —z > 0 und die Wurzel positiv, ¢’(z) > 0, also ist f monoton steigend.
o Fiir z €]0,2[ ist —x < 0, ¢'(x) < 0, also ist f dort monoton fallend.

Wertebereich von g

Da g(z) = V4 — 22, ist g(x) 2 0.



(a) Maximum bei x = 0, da dort #? minimal ist: g(0) = v/4 — 0 =2

(b) Minimum bei x = 42, da dort 2% maximal ist und daher der Radikand 0 wird: g(4+2) = /4 — 4 = 0.

Wy = [072]

Zusammenhang mit Cy (Kreis)

Der Kreis Co mit Radius 2 hat die Gleichung 22 + y? = 4.

Umgestellt nach y: y = +v4 — 22

Der Graf der Funktion g(z) = V4 — 22 entspricht genau dem oberen Halbkreis.

Umkehrbarkeit von g

(a) g ist nicht auf ganz D, = [—2,2] umkehrbar, da g nicht streng monoton ist.
(b) Um Umkehrbarkeit zu erreichen, muss man den Definitionsbereich einschranken auf ein Intervall, auf

dem ¢ streng monoton (notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Umkehrbarkeit differenzier-
barer Funktionen) ist.

Wihlt man den Bereich [0,2] so ist b = 2 und die Funktion in diesem Bereich monoton steigend und
deshalb umkehrbar.

Vertauscht man z und y und formt man y um, so erhélt man wieder dieselbe Funktion als Umkehrfunktion

fH () = VA — a2 = h(z).
3. Gegeben:
o Funktion g(z) = v4 — 22 (oberer Halbkreis mit Radius 2)
o Punkt A auf g im 1. Quadranten: A(x,v/4 — 22) mit = € (0,2)
e M: Projektion von A auf die z-Achse = M (z,0)
« R: Projektion von A auf die y-Achse = R(0, V4 — x2)
e O: Ursprung (0,0)
o Viereck AMOR ist ein Rechteck (da Projektionen orthogonal zu den Achsen sind)
1. Flichenmaximierung des Vierecks AMOR

Flache F des Rechtecks AMOR:

F(z) = Lange - Hohe = z - /4 — 22

Maximierung:

(a) Ableitung bilden:

4 — g2 — g2 4 — 212

—x
Vi—z2 A —x2 A _zx2?

Flz)=+vV4—-22+2x-

(b) Nullstelle von F'(x):

4-222=0 = 22 =2 = z=v2 (daz>0)



(c) Uberpriifung (2. Ableitung oder Vorzeichenwechsel):
o F'(z) >0 fiir x < v/2 (steigend)
o F'(x) <0 fiir * > /2 (fallend)

o = Maximum bei z = v/2

A (\/5 N (\/5)2> - a(v2.va)

2. Uberpriifung, dass AMOR ein Quadrat ist:

Koordinaten von A:

o Seitenldngen:
— AM = /2 (Héhe)
— AR = /2 (Linge)
e Alle Winkel sind 90° = Quadrat.
3. Maximierung des Umfangs U:

Umfang des Quadrats AMOR:

Wir bestimmen die erste Ableitung;:

Nun setzen wir die Ableitung gleich null:

o= 2T o/l o=l _2=u

V4 — 22

Beide Seiten quadrieren:
42 =2?=4=2%=2=+V2

Nun berechnen wir y:

y=1/4—(V2)2=V2

Das Quadrat AMOR mit A(v/2,v/2) hat sowohl maximale Fliche als auch maximalen Umfang.

Zusammenfassung:
« Punkt A fiir maximale Fliiche/Umfang: A(v/2,/2)
o Viereck AMOR: Quadrat mit Seitenléinge /2
e« Maximale Fliche: F' =2

e Maximaler Umfang: U = 42



4. 1. Berechnung von F'(2)

Die Funktion

F(x) :/ V4 —t2dt
-2
beschreibt die Flache unter der Halbkreisfunktion mit Radius 2, da v/4 — t2 die obere Halbkreislinie ist.

Somit ergibt sich:

2
1
F(2) = / v 4 — t2 dt = Flache eines Halbkreises mit Radius 2 = 5777“2 =27
—2

2. Monotonie

Durch den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt:

o= 4 ([ VimEa) = vi-e

Da v4 — 22 2 0 fiir € [-2,2], ist F auf diesem Intervall monoton wachsend. Da die Ableitung nur
an den Réndern 0 wird und ansonsten positiv ist, ist F' streng monoton wachsend auf (—2,2).

3. Kriimmung Die zweite Ableitung ergibt sich durch:

Kriimmungsverhalten:
o F"(x) >0 fiir x < 0: konvex (linksgekriimmt)
o F"(x) <0 fiir x > 0: konkav (rechtsgekriimmt)
o F’(z) =0 bei x = 0: Wendepunkt

4. Tangentengleichung am Wendepunkt z =0

1
F(0)= V4 —t2dt = 3 2r=m halber Halbkreis mit r=2

5. Graph



&"

o Blau: Graph von F(x)
o gestrichelt: Tangente im Wendepunkt z =0

o Wendepunkt bei (0,7)

Bemerkung: Die Untersuchung von F'(x) kann auch durch die Berechnung des Kreisintegrales durchgefiihrt
werden:

F(x)= [ V4-#dt= §M+ 2 arcsin (;)}
2

-2

= g\/él — x2 + 2arcsin (g) +
Losung 2025 1. Session Problemstellung 2

f(@) = p(@)e?™@,  g(x) = g(x)e?™.

Da die Polynome p(x) und ¢(z) zweiten Grades sind, gilt:
p(z) = axx® + a1x +ag, q(x) = bax® + by + by,

mit as # 0 und by # 0.

Gegeben: f(0)=0=ag =0
Gegeben: f(1)=0=as+a; =0=a; = —ay = p(z) = ax2® — asx
Gegeben:  f'(¢) =0.

Ableitung von f(x):
f(z)= (2a2x—a2)e“2‘”2_“2‘”+(a2x2—agx)(2a2x—a2)e“2x2_“2x = (2a2w—a2)e“2‘”2_“2‘”[1+(a2x2—a2x)] =0.

Einsetzen von ¢ in die eckige Klammer (die Exponentialfunktion ist nie 0, die erste Klammer 0 gesetzt
wiirde ag = 0 liefern) ergibt: 1 + az(¢? — ¢) = 0 Wer sich noch an den Goldenen Schnitt erinnern kann:
1+56

¢? —p—1 =0, ansonsten rechnet man den Wert der Klammer fiir ¢ = héndisch aus. = ao = —1.

Also:
p(z) = —2® + .



Fiir g(x) gilt:
9(0)=1, ¢'(0)=0, g(—p)=0.

g(x) = (boz® + by + bo)e_””%””

Aus g(0) =1 folgt by =1
g'(z) = (2byz+by)e " F 4 (boa® + byz+1) - (1—22)e = % = =% T (2gx + by + bya? + by + 1 — 2bga® —
20122 — 27)
Aus ¢'(0) = 0 folgt by = —1
Aus g(—¢) = 0 und g(z) = (bpa? — x + 1)e~* +2 folgt:
0 = [ba(—)? 0 (—¢) + e D" =% = (byg® + o +1)e ¢ 9 =0
—p—

= by = =-1
802

= q(r) = —2? — o + 1. Einfachere Herleitung:
—1= \/5

Wenn die quadratische Funktion g(x) bei —p = 5

eine Nullstelle hat, dann muss wegen der

-1 5
Mitternachtsformel die zweite Nullstelle bei %ﬁ sein. Mit Hilfe des Satzes von Vieta kann man
durch folgenden Ansatz weiterrechnen:
g(x) = by(2? + 2 — 1). Der fehlende Koeffizient ergibt sich aus g(0) = 1 folgt by = 1.

2

2. Untersuchung der Funktion f(z) = (v — 22)-e*~%".

o Definitionsbereich: R, iiberall stetig und differenzierbar (da es sich um ein Produkt differenzierbarer
Funktionen handelt).

o nicht achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse (f(—x) # f(«)) und nicht punktsymmetrisch beziig-
lich Ursprung, da f(—x) # —f(x)

o Nullstellen: z =0,z = 1.

e positiv: fir 0 < z < 1, da der Faktor mit der Exponentialfunktion immer positiv ist.

2
o Grenzwerte: lim (x — xQ)ez_IQ = lim ——5 =0, da die Exponentialfunktion schneller wéchst
z—+oo r—+oco ¥~

als die Polynomfunktionen, existiert eine horizontale Asymptote y = 0 (x-Achse)
Genauer: Der Grenzwert lisst sich mit de L’Hospital zeigen (Form —)):
00

2

rT—x 1-2x -1
lim (x —2?%)- e*=2" = lim ——= lim ———= lim —— =0

z—doo z—doo T T z—too (20 —1)- e~ aodoo e

Nur beim zweiten Gleichheitszeichen wird der Satz angewandt, die weitere Vereinfachung erfolgt

durch Kiirzen!

o erste Ableitung:
fl(2) =0 —2z)(x — 2 +1)e" "

Extrema (erste Ableitung 0 setzen) bei x = 0,5,z = %\/5, Maximum bei z = 0,5, da dort die erste

Ableitung ihr Vorzeichen von + nach - wechselt; Minimum bei z = &2\/5, da dort die erste Ableitung

ihr Vorzeichen von - nach + wechselt (eventuell auch mit der 2. Ableitung iiberpriifbar).

f (1 - ﬁ) — 1 j0s5) =

2 e

o Werte:
e

ol

1 4
= Wertemenge: [, \f}
e

o Zweite Ableitung:
F(z) = 2(zx — 1)(—42? + 4z + 9)e®™*

Wendestellen bei z = 0,2 = 1,2 = liﬁ.
Die Wendepunkte sind (71*2 10,9 6_%) ; (0;0); (1;0); (Hm; — e_%)
o Symmetrie zur Achse x = 0,5 vorhanden, da f(1 — ) = f(z) :
fA—z)=(1—-z— (171’)2)617957(17@2 = ($7l‘2)€m7‘r2 = f(x) Warum setzen wir 1 —z ein? Spiegeln
wir einen Punkt P an der Geraden x = 0,5 und erhalten den Bildpunkt Pg, so ist der Mittelwert der

=}

2



x-Werte beider Punkte gleich 0,5.
Tp+ap

5 =05=zxzp=1—xp

o Die Anzahl der Losungen von f(z) = k abhingig von k finden wir durch die Extremstellen des
Graphen:

— keine Losung fir k& > %

. . N e
— 1 Losung fir k = Tf

2 Losungen fir 0 £ k < %
— 4 Losungen fiir f% <k<0
1

— 2 Losungen fiir k = —=

— keine Losung fir k < —%

3. Die Nullstellen von g(z) = (1 —x — mz)e‘"’”ﬂ”2 sind:

—1++5
x:T

1 —-1++5

Hierzu haben wir das Polynom 0 gesetzt. Zu zeigen ist noch, dass — =

%) 2
“1+V5 _ —14+Vh 145 4 2 1
2 2 145 2(1+V5) 1+V5 ¢
Leichter erfolgt das Nachrechnen mit Hilfe des Satzes von Vieta: z; - o = ¢
-1 1
Die erste Losung ist laut Angabe —p, c=1,a=-1= a9 = — = —
T 14
Falls die Geraden gac und gpc senkrecht zueinander sind, dann ist das Dreieck ABC' rechtwinklig bei C.
AC = = -
zc—za 0—(=p) ¢
kpo = Y= YB _ -0 2
To — TR O_(\/52—1)) 1—+/5

2 2

kac kpe = — .

AC * KBC il 1-v5
Die beiden Steigungen sind also negativ-reziprok zueinander, die Geraden scheiden sich rechtwinklig, also
ist das Dreieck in C rechtwinklig.

Schnittstelle der beiden Funktionen: f(z) = g(z) = v — 2?2 =1—1 — 2?2 = 2 = 0,5.
Der Abstand der Punkte P (z, f(x)) und Pa(z, g(x)) ist:

h(z) = |f(x) — g(z)| = [22 — 1]e*~*



Fir z > 0,5 isg das Betragszeichen nicht2notwendig. Das Extremun; erhalt man durch Ableiten:
h/([E) = 2e"77 + (2$ - 1)(1 — 256) N (—4172 —+ 4dx + 1) e — )

1

Maximum bei x = 1+2ﬁ =h (1+2\/§) =21

An dieser Stelle wechselt die Ableitungsfunktion von + nach - (betrachte dazu —4z? + 4z + 1, da die
Exponentialfunktion immer positive Werte liefert)

4. Die Fliache der Region R, die in der Abbildung dargestellt ist, betriagt:

1
2

/(g(x) — f(z))dx = /2(1 — 21’)61712 dr = [e“"’zz} —er i —1=+e—1
0

0

N|=

l\y

"

RI
0,5 1{0 1,

oy

Die Stammfunktion ergibt sich durch Substitution: z := 2 — 22 (man sieht hier: im Integranden ist die
Ableitung des Exponenten als Faktor enthalten! Daher ist die Stammfunktion so einfach!)

Die Flache der Region R’ (in Abhangigkeit von t) ist:

t t

/(f(x) —g(z))dx = /_(1 —22)e™ " dy = {_ex_zz}

t \‘f t—t2
=+\e—e

1
2

[NIE
[SIE

Wir setzen die Flachen der Regionen R und R’ gleich, um ¢ zu bestimmen:

Ve-1=Ve—eV =me ¥ =1=t—12=0=t=0o0dert =1

Dat 2= % sein muss, ist die einzige zuldssige Losung t = 1.

Losung 2025 1. Session Frage 1

Gegeben sei ein Dreieck ABC' mit folgenden Eigenschaften:
e M ist der Mittelpunkt der Seite BC,
o Punkt B’ liegt auf der Seite AB mit AB' =

e Punkt C’ liegt auf der Seite AC mit AC’ = %AC’.

10



Zu zeigen: Die Seiten AB und AC sind kongruent, wenn die Strecken M B’ und M C’ kongruent sind.
Die Aufgabe kann elementargeometrisch oder auch mit Hilfe der Analytischen Geometrie gezeigt werden.

Elementargeometrisch:
Voraussetzung:

e MC'= MDB’ (kongruent bedeutet gleich lang)
e MB = MC (M ist Mittelpunkt der Strecke BC')

ACh 1
Ac 3" AR T3

AB' 1

AC'  AB
AC ~ AB

Aus Punkt 3 folgt

und damit auch

Act_ Ac
AB' ~ AB’

Aus der Umkehrung des Strahlensatzes folgt, dass die Strecken B’C’ und BC parallel sind, da AB und AC im
gleichen Verhéltnis geteilt werden!

Damit sind die Winkel v/ und v bzw. 8’ und f jeweils gleich gro$, da es sich um Z-Winkel handelt.

Laut Voraussetzung ist M C’ = M B’. Damit ist das Dreieck B’MC’ gleichschenklig und deshalb gilt 5’ = +/,
also auch 8 = ~.

Daraus folgt, dass die Dreiecke AC'MC und AB’M B kongruent sind, da diese Dreiecke zwei Seiten und den
eingeschlossenen Winkel gleich haben (SWS-Satz).

2 2
Damit sind die Seiten C'C und B’B gleich lang, also §AC = §AB und deshalb AC = AB. |

Mit Hilfe der Analytischen Geometrie:

Wir wéhlen ein Koordinatensystem mit:

A= (0,0)
B = (b,0)
C = (vc,9c)

11



Weitere Punkte:

Die Quadrate der Abstédnde sind:

= (M55 5) ()= (M5) + (5

b+x b\ > Y Ye\ 2 3b+ 2.\
M /2: c_ 7 A _ c
¢ ( 2 3) +(2 3) 6 +(

Laut einer Voraussetzung sind diese Quadrate gleich!

<b—|—63xc>2+ <%)2 _ <3b—|6—;1:c>2+ (%>2

Multipliziert man beide Seiten mit 36:

(b+3z:)2 + (3ye)? = 3b+ z.)® + (.)?

Daraus erhalten wir durch Vereinfachen b? = 22 + y2

Also:

AB? = AC%* AB = AC

Die Aussage ist damit bewiesen. |

Losung 2025 1. Session Frage 2

Lage einer Ebene zur Kugel Gegeben ist die Kugeloberfliche mit Gleichung:
(=12 +(@y-2°+2"=1
Dies ist eine Kugel mit:
o Mittelpunkt M = (1,2,0)
e Radiusr =1
Gegeben ist aulerdem die Ebene 7 mit Gleichung:

r—2y—2z+d=0

12



1. Abstand des Mittelpunktes zur Ebene Die allgemeine Formel fiir den Abstand eines Punktes M (xo, yo, 20)
von der Ebene ax + by + cz + d = 0 lautet:

lazo + byo + czo + d|

va?z +b% +c?

Abstand =

Einsetzen von:

a=1, b=-2, ¢=-2, d=d, M=(1,20)

ergibt:
1-1+(-2)-2+(-2)-04+d] [1—4+d |d—3

V124 (2)2 + (-2)2 V9 3

Abstand =

2. Lage der Ebene relativ zur Kugel

e Ebene schneidet die Kugel:

d—3
%<1:>\d—3|<3:>0<d<6
+ Ebene beriihrt die Kugel (Tangentialebene):

|d = 3|

3 =1=|d—3=3=d=0o0derd=6

e Ebene liegt aulerhalb der Kugel:

d—
| 33| >1=|d-3]>3=d<0oderd>6

3. Ebene halbiert die Kugel Damit die Ebene die Kugel in zwei gleich grofie Teile teilt, muss sie durch den
Mittelpunkt der Kugel verlaufen. Also:

|d — 3]

3 =0=1|d-3/=0=d=3

Die Ebene halbiert die Kugel genau dann, wenn d = 3

Losung 2025 1. Session Frage 3

Beide Terme sind fiir sich stetig und differenzierbar, zu untersuchen ist der ,,Ubergang“ bei x = 0.

1. Untersuchung auf Stetigkeit bei x = 0 Linksseitiger Grenzwert:
lim f(z) = —4(0)> —8(0) =0

x—0~

Rechtsseitiger Grenzwert:

. 3 3
xgrg+f(x)1+tan<0+4w) 1+tan<47r) =1-1=0

Da beide Grenzwerte libereinstimmen, ist f stetig an der Stelle x = 0.

13



2. Untersuchung auf Differenzierbarkeit bei x =0 Ableitung von links:

fi(z) = —42® — 8z = f](z) = —8r — 8 = f{(0) = -8

Ableitung von rechts:

3 / - - 4 — #
fo(z) =1+ tan (a: + 47r> = fo(x) = cos? (z + 2m) = f2(0) = cos? (27)
Da 2
cos (iw) = 7? = cos? <i7r> = <\g§> = % = f2(0) = z =2

Die Ableitungen stimmen nicht iiberein, daher ist f nicht differenzierbar bei z = 0.

Fazit: Die Funktion f ist auf dem Intervall [—1,2] stetig, aber nicht differenzierbar an der Stelle z = 0.

Graph der Funktion:

Losung 2025 1. Session Frage 4

Gegeben ist die Funktion:

y = g(x) -sin®z

1(3)=2 i (3 -2

mit den Bedingungen:

Gesucht ist die Gleichung der Normalen an die Kurve im Punkt mit Abszissenwert z = 7.

1. Ableitung von y Mit der Produktregel ergibt sich:

y =g'(z)-sin®z + g(x) - 2sinz cos x

Da sin(2x) = 2sin z cos z, folgt:
/!

y = ¢'(x)-sin®z + g(z) - sin(2x)

14
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2. Funktions- und Ableitungswert an x = 7

Losung 2025 1. Session Frage 5

Damit die Graphen der Funktionen y = f(z) = e® und y = g(x) = 6 — ke~ einander beriithren, muss bei der
Beriihrstelle z folgendes Gleichungssystem erfiillt sein:

Aus:

ergibt sich: e* = ke ™ * = e?* =k = ¢* =k

Einsetzen in f(z) = g(x) ergibt:

\/E:(Sfizﬁ—\/gé\/%:?)élc:Q
vk

Beriithrpunkt: y = 6 — Vk = 3; € = /9 = 3 = z = In(3), also ist der Beriihrpunkt (In(3);3).

hy

y=6—-9e "

15



Losung 2025 1. Session Frage 6
Die Tangente und der Graph der Funktion f verlaufen durch den Beriihrungspunkt 7', dessen Abszisse Null ist.
Einsetzen in die Gerade y = 2x + 3 liefert:

yr =2-0+3=3

Da bei Beriihrung die Steigungen gleich sind, ist bei = 0 die Geradensteigung (k=2) gleich der Ableitung der
Funktion.
Damit f die Gerade beriihrt und das Integral passt, muss gelten:

F0)=3
F(0) =2

3
J flx)dz =9
0

Die Gerade selbst erfiillt dies nicht:

3
/2x+3 dr = [o® +3z], =18 #9
0

Wir probieren es mit einem Polynom 2. Grades: f(z) = ax? + br + ¢, f(0) =3 =c=3
f(x) =2ax+0b; f'(0)=2=0b=2
= f(z)=az?+2r+3

3

/f = x+x +3x} =9 +18=9=a=—-1= f(z) = —2*+22 +3
0

0

Dieses Polynom erfiillt alle gewiinschten Eigenschaften. Natiirlich erfiillen Polynome hoheren Grades auch diese
Eigenschaften. Sie sind mit diesen Angaben aber nicht eindeutig!
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Die Menge der Ereignisse fiir den Wurf von vier vierseitigen Wiirfeln wird durch die geordneten Quadrupel
(a;b;c;d) der natiirlichen Zahlen zwischen 1 und 4 gebildet, welche die moglichen Ergebnisse des Wiirfelwurfs
darstellen. Die Anzahl der moglichen Fille ist also die Anzahl der Anordnungen mit Wiederholung von vier
verschiedenen Elementen der Klasse 4:

Dy, = 4% = 256.

- Betrachten Sie das Ereignis "Quadrupel, bei denen sich alle vier Zahlen unterscheiden”. Thre Anzahl ist gleich
der Anzahl der Permutationen von 4 verschiedenen Elementen:

Py =4!=24.
Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ist also

giinstige Fille 24 3
By = SUHEe TAC 22 0 9,375
p(En) mogliche Falle 256 32 %

- Betrachten Sie das Ereignis E5 alles gleiche Zahlen zu wiirfeln, also (1;1;1;1),(2;2;2;2),(3;3;3;3), (4;4;4;4).
Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist also:

glinstige Falle 4 1
By) = BB TATC T 1,562
P(B2) = s Tiche Falle ~ 256 64~ 0020%
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o Das Wort STUDIARE besteht aus 8 verschiedenen Buchstaben. Daher ist die Zahl der (teilweise sinnfreien)
Anagramme gleich
Pg = 8! = 40320.

Darunter ist auch das Wort STUDIARE selbst.

o Nun betrachten wir die Permutationen der 4 Buchstaben, die nicht in ARTE enthalten sind (also SUDI)
und dem fiinften Element, das ARTE ist. Dies entspricht also den Permutationen von 5 Elementen. Die
Anzahl der Anagramme ist in diesem Fall

Ps = 5! = 120.

o Das Wort VACANZA besteht aus 7 Buchstaben, allerdings sind 3 davon gleich. Also ist es eine Permutation
mit Wiederholung und die Zahl der verschiedenen Anagramme ist

@ _ 1
P = 5 = 8i0.
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