Problemstellung 1

1. Die gesuchte lineare Funktion durch die Punkte (0,1) und (1,0) lautet
f@) = —w+1

im Intervall [0, 1]. Die Gleichungen fiir die Begrenzungslinien sind:

ir —1<
Az) = txz+1) fur" 1<z<0
t(—x+1) fuiro<z<1

2. Im 1. Quadranten hat das Quadrat eine Flache von 1, die Kurve muss somit mit den Koordinatenachsen eine
Fliche von 0,55 einschlieBen. Fiir die quadratische Funktion f(z) = ax? + bz + ¢ sind folgende Bedingung
erforderlich: a) f(0) =1 =c¢b) f(1) =0 = a+ b+ 1, weiters folgt aus f'(0) = 0 die Gleichung b = 0,

2
daraus folgt a = —1 und schlieBlich liefert die Flachenbedingung fol —12% + ldx = 3 aber nicht den
geforderten Wert 0,55. Eine quadratische Funktion ist demnach ungeeignet.

Fiir die kubische Funktion f(z) = az3 + baz? + cx + d ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

f(0)=1 d=1

F(1)=0 a+btetr1=0

f(0)=0 ¢ = 0( daraus folgt b= —a — 1)

[ f(x)da = 0,55 Jy az® + (—a — 1)a® + 1dz = 0,55

7
Aus der letzten Bedingung erhdlt man a = 5 und daraus die Funktion

Es bleibt zu zeigen, dass damit auch die Ausgangsbedingung c) erfiillt ist: bei z = 0 ist der Funktionswert

1, bei x = 1 hat f eine Nullstelle und in diesem Intervall ist die Funktion streng monoton fallend, da
21 24
f(x) = Ea:Q —5T= 533(73: — 8) im offenen Intervall |0, 1] negativ ist.

0.5

-1.5 4T -0.5 0 0.5 1.5

-0.5

3. a) Uberpriifung der Bedingungen:
i.ap(r)=1—2a™

a)ap,(0)=1-0"=1
b) an(l)=1—-1"=1—-1=0
c) Zu zeigen ist 0 < a,(x) < 1:



Es gilt:

0" < 2" < 1" (fir0 <z < 1) |- (-1)
0 > —z">-1" |+1
1 > 1-2">1-1"=0

i. bp(z)=(1—2)™

a)b,(0)=(1—-0)"=1"=

b) b,(1)=(1-1)"=0"=0

c) Esist 0 < by, (z) < 1, weil 1 —z in diesem Intervall zwischen 0 und 1 liegt und damit auch jede
Potenz mit n € N.

b) Flachen:

[ 1 ! 4

A, =4 [f(1—a")de =4 |z — ntl| =4

i Jo (1 —a™)dx _x e ) )

lim A, = 4. Die gesamte quadratische Fliese wird somit bemalt.
n—-+00

- 1

. 1 1 4 4

CBp=4-[l(1-2)"dz=4|- 1—a)"+!| =0— (- =

i. Bp=4-[,(1—-2z)"dx n+1( ) } < n+1> ]

L 0
lim B, = 0. Die gesamte quadratische Fliese bleibt unbemalt.
n—-+o0o

a) In der Grafik sind zwei Beispieltropfen P; und P, auf der Diagonalen dargestellt. Wihrend der Tropfen
P; in den bemalten Bereich fillt und somit keinen Schaden anrichtet, sind Fliesen mit Punkten wie
P, im Intervall SA Ausschussware.

Der z-Wert von S ergibt sich als (positive) Lésung der Gleichung z = 1 — 2%

-1
Tg = \/52 ~ 0,618 (Goldener Schnitt).

Fiir die Wahrscheinlichkeit eines Ausschusses gilt (aus Symmetriegriinden):
SA /(1-0,618)2+(1—0,618)2 0,54

P=04 /2 1,41 %
Bei 5000 Fliesen erwartet man 20%, also 1000 Fliesen mit Tropfen und somit etwa 382 mangelhafte
Fliesen.

b) Fiir by gelten die gleichen Uberlegungen, diesmal ist S ~ (0, 382;0, 382) und damit p ~ 0, 618.
Es sind diesmal also etwa 618 Fliesen betroffen.

Insgesamt sind also 382+618=1000 Fliesen betroffen.

(Anmerkung: die Kurven ag und by sind im 1. Quadranten symmetrisch beziiglich des Punktes (0, 5;0, 5).
Auf Grund dieser Symmetrieeigenschaft kdnnte man obiges Ergebnis auch graphisch herleiten.)



Problemstellung 2
1. fi(z) = —32%+k. f}(0) = k. f{(1) = k—3. Daraus ergibt sich die Tangente 7}, im Punkt (0,9): y = kz+9
und die Tangente s; im Punkt (1;8 + k): y = (k — 3)x + 11.
Der Schnittpunkt M der Tangenten:

kE+9 = kf—3z+11
2
3

Dieses Ergebnis ist unabhangig von k.

2 2 2 3
2. Esist M = (3, §k + 9). Die Forderung yys < 10 fiihrt auf die Ungleichung §k+9 < 9 und damit k£ < 3
Der groBte ganzzahlige Wert ist k£ = 1.

Kurvendiskussion von fi(z): fi(z) = —2® + 2+ 9 ist eine Polynomfunktion 3. Grades, iiberall definiert,
stetig und differenzierbar und die Wertemenge ist W = R. Sie hat genau eine Nullstelle bei x ~ 2,24,

. . . . 1
welche nur numerisch ndherungsweise berechnet werden kann. Die Extremwerte lauten H = <;9,38>,

V3

1
T= (—\/3;8,62) und der Wendepunkt liegt bei W = (0,9).

A

H = (0,58:9, 38)

T = (—0,58;8,62)

3. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus dem Verhiltnis der schraffierten Flache A; (siehe Abbildung)
zur Flache A5 des Bereichs T'.
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Der Bereich unter dem Punkt M ist hier nochmal ver-
groBert dargestellt:

wlno

2,24

A = /a:+97(fx3+x+9)dx+/
0 2

3

N

~ 0,049 + 2,53 + 10,63 = 13,21

11 29 841

1
A== (= +9 =~ 70,08
2= (G T 3= ’
A 13,21
Wabhrscheinlichkeit: p = A—l ~ 73’08 = 18,85%
2 )

gleich dem negativen Kehrwert der Tangentensteigung und damit ist

yn = —,# ~xn bzw. f(zn) - f'(zn) + 25 = 0.
f'(zN)

2z + 11 — (=2 + z + 9)dx +

(5,5 —2,24) - (—2-2,24 + 11)

2

4. Die Ursprungsgerade durch N = (zx,yn) hat die Gleichung yy = k - zn. Die Steigung der Normalen ist

Ist nun f eine beliebige Polynomfunktion von Grad n, so ist f’ eine Polynomfunktion von Grad n — 1 und

folglich gilt fiir den Grad des Produktes f(x) - f'(z): n4+n—1=2n—1,

Nach dem Hauptsatz der Algebra hat eine Polynomfunktion 2n — 1. Grades maximal 2n — 1 Nullstellen.



Frage 1

Es seien r der Zylinderradius und h die Zylinderhche und die entsprechenden GroBbuchstaben der Radius bzw.
die Hohe des Kegels (vgl. Skizze).

1R?n-H :
Zu zeigen: Vmax < iR 7; .
. H H— :
Aus der Ahnlichkeit e2rhéilt man g = r@ bzw. r = R - Th r
R R%r
VmaX:T’Qﬂ"h:ﬁ(H—h)z'ﬂ"h:F(HQh—QHhQ—f—hg). E
2 '
V'(h) = %(H2 — 4Hh + 3h%) = 0 mit der Lésung hy = H und b h
H :
hy = 3 Die erste Losung fiihrt auf ein minimales Volumen.
' R
Es ist V"'(h) = R—Qﬂ(—llH + 6h), somit V" HY _ R—zﬂ (—-4H+6-4) = _2R27r < 0 und damit das
- H? ' 3 )  H? 3/ H
gesuchte Maximum.
4 H
Vmax = §R2’/T . g
1R>7-H
Vmax < 3 3
4 H 1 H
“R2p. = ZR2p. =
gitm 3 < ftm 3
4 - 1
9 2
Frage 2

Es sei p die Wahrscheinlichkeit eine 4 zu erhalten. Aus der Angabe ergibt sich die folgende Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir die Zufallsvariable ,, Augenzahl*:

k 1273
P(X=k) | 8p | 4p | 2p | p

Da die Summe aller Wahrscheinlichkeiten immer 1 sein muss, gilt: 8p + 4p + 2p +p = 1. Somit ist p = %
Damit kann jetzt die Frage beantwortet werden:

8?2 4\? 2\ 2 1\ 17
P(1,1)+ P(2,2)+ P(3,3) + P(4,4) = =) T\s) i) s :£z37,78%.

Frage 3

Fiir die Beriihrungspunkte der Tangente an die Funktion muss gelten, dass die 1. Ableitung mit der Tangenten-

steigung —4 iibereinstimmt, daraus folgt die Gleichung 322 — 8z = —4 mit den Lésungen =1 = 3 und zo = 2.

2 95

Eingesetzt in die Funktion ergeben sich 2 mogliche Beriihrungspunkte B, = (3, 77

) und By = (2,-3).



Setzt man diese Werte in die Tangentengleichung ein, so ergeben sich 2 mogliche Werte fiir k:

_ 167
27

k‘1 = und k‘g =5

Zur Veranschaulichung:

Y

Frage 4

Die Terme ¢5(®) und 5 — cos(z) sind jeweils beschrinkt.
o Grenzwert fiir x — +o00:

Der Zahler geht gegen plus unendlich und der Nenner ist beschrankt, da e™® gegen Null geht. Der gesuchte
Grenzwert ist plus unendlich, da der Nenner immer positiv und ungleich Null ist.

o Grenzwert fir x — —o0:

Esist lim f(x)= ;ﬁ und damit sind die Voraussetzungen fiir die Regel von de L'Hospital erfiillt:
T——00 o0

_ osin(@)
lim f(z) = lim 3¢ - .cos(x)
T——00 rz——0c0 —e~ T 4+ sm(x)

Das Ergebnis ist in diesem Fall Null, da der Zahler beschrankt ist und der Nenner gegen minus unendlich
geht.

Frage 5

Es seien r der Kreisradius, a die Rechtecksbreite und entsprechend 2r die Rechteckslange.

2—2r —mr

2
Aus U = 2 erhdlt man die Nebenbedingung % +2a+2r =2, also a = 5

Fiir die zu maximierende Flache ergbit sich:

7"271'

F(r,a) = 74—2@7‘
2 2—2r— 1
F(r) = %—!—27“- g WT=§<4T—T27T—4T2)
F'(r)y = 2—rm—4r=0
= 2 ~ 0,28
r= T+4 "



Da F"(r) = —w — 4 < 0 ist, handelt es sich um ein Maximum.

2
Fir die Rechtecksbreite a erhilt man a = g ~ 0,28, also a = r und fiir die Rechteckslange
T

4
2r = —— = 0,56.
447
Frage 6

Gesucht ist der Mittelpunkt der Kugel M = (xr,yar, zar) und der Kugelradius r = |m| die Kugelgleichung
lautet (z — x27)% + (y — yar)? + (2 — za1)? = 12

Gegeben ist die Gerade r. Diese Gerade wird mit der Geraden g durch M und T geschnitten. Da der Radius
senkrecht zur gegebenen Ebene stehen muss, ergibt sich aus der Ebenengleichung direkt der Richtungsvektor der
Geraden und damit eine moégliche Geradengleichung durch den Punkt T als Stiitzvektor fiir g:

—4 3
=10 | +s-|-1
1 —2

Schneidet man nun r mit g, so ergibt sich der Schnittpunkt M aus dem Gleichungssystem —4+3s =1, —1s =t
und 1 — 2s = ¢, man erhdlt s = 1 und ¢t = —1 und daraus, indem man in eine der beiden Geraden einsetzt,
M= (-1,-1,-1).

Fiir den Radius: 7 = /(4 + 12+ (0 + )2+ (1 + 1)2 = V14
Somit ist die Gleichung der Kugeloberfliche:

(+ 1)+ @w+1)2+(z+1)2=14

Frage 7
a+1
/ (32 +3)dz = 10
[+% +32]"" = 10
(a+1)24+3(a+1)—(a®+3a)—10 =
3a*+3a—6 =

Die quadratische Gleichung hat die Losungen a3 = —2 und ay = 1.

Frage 8

e Die Wahrscheinlichkeit bei genau 10 Spielen zu gewinnen ist binomialverteilt mit p = %:

(1) (5) (3) - o

e Man gewinnt nach genau 11 Spielen, wenn man von den ersten 10 genau 9 Mal gewinnt und auch das 11.

Spiel gewinnt:
10y (1) (1Y 1 5
9 2 2 2 1024

e Man gewinnt nach genau 12 Spielen, wenn man von den ersten 11 genau 9 Mal gewinnt und auch das 12.

Spiel gewinnt:
1\ 1\’ /1\* 1 _ 55
9/)\2 2 2 4096



1
Die Wahrscheinlichkeit, dass einer der beiden Spieler also in maximal 12 Spielen gewinnt liegt bei —— 1024 + WE)M +
55 79
— = —— ~1,93%.
4096 4096 ,93%

Da es laut Angabe egal ist, welcher Spieler gewinnt, verdoppelt sich die Wahrscheinlichkeit:

79

3018 ~ 3,86%

Frage 9

Das Dreieck liegt in der Ebene «, da die Koordinaten von jedem Punkt die Ebenengleichung erfiillen.

Das Dreieck ist gleichseitig, da AB =+0+4+4=+/8 AC=4+0+4=+8und BC =/4+4+0=+8
ist.

Der Eckpunkt P des Tetraeders liegt genau senkrecht iiber bzw. unter dem Schwerpunkt S des gleichseitigen

- - - 714
Dreiecks ABC'. Die Koordinaten des Schwerpunktes S ergeben sich aus %(OA +0B+00) = (3, 3 3).

6
Man kann leicht nachrechnen, dass fiir die Hohe eines Tetraeders gilt: %a (a Seitenkante). In diesem Fall:
W3
3

Die moglichen Eckpunkte P findet man dadurch, dass man von S aus die Héhe in Richtung der normierten
(Vektor mit Linge 1) Normalen zur Ebene « abtrigt. Der Normalvektor kann dabei direkt aus der gegebenen

h_

1 1
Ebenengleichung abgelesen werden: 77 = | 1 |. Der normierte Vektor ng = % it
1 1

7 1
OP = 08 + h -1y = L3 1

1
s\a) 3 VB 4
11 5 8
P]_:(l,—7 UndP:(333)

Frage 10

Es ist ¢ = 2ke***2 und ¢/ = 2k2eF>+2.

Setzt man diese Ausdriicke in die Differentialgleichung ein, so erhilt man:

Qerkx+2 _ 4kekx+2 _ 66k$+2 = 0 | . (261632-‘1-2) 7& 0
K —2k—3 = 0
(k—3)(z+1) = 0

Die Werte fiir k£ lauten also k1 = 3 und ko = —



